
C a C r 0 4 - 2 H 2 0 S r C r 0 4 B a C r 0 4 P b C r 0 4 

vi (Ax) a t 300 ° K 880 857 /866 863 839 

so lubi l i ty [g /100 m l ] at °C 22 .4° 0 , 1 2 1 5 0,0003416 0 ,0000058 2 5 

Table 5. Wave number of v 1 ( A 1 ) versus solubility at ° C for various Chromates. 

It can also be argued that the deviation 16 of the 
Cr — 0 — Cr bond angle from the ideal value 109.5° 
observed in crocoite originates from a strengthened 
Pb — O bond thus causing a decreased bonding 
power of the narrow tetrahedral d3s orbitals of 
chromium. This, in turn, would lead to a decrease in 
the v ^ A j ) frequency as observed. 
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From measured intensity functions, published in a previous paper, partial interference functions, 
partial pair correlation functions, partial atomic distribution functions, and partial coordination 
numbers were calculated and discussed. Accord ing to the theory of Faber and Ziman, the electrical 
resistivity of molten M g — S n alloys was calculated from the partial interference functions and from 
pseudopotentials reported by Animalu and Heine. The calculated values, being normalized to the 
resistivity of the molten components, are in good agreement with values measured by a rotating 
field method. 

The partial interference functions are derived by the assumption of independency of concentra-
tion. This assumption is proved by discussion of the partial coordination numbers and the results 
of electrical resistivity determinations. 

Für die Berechnungen des elektrischen Widerstan-
des geschmolzener Legierungen aus Röntgen-Beu-
gungsdaten nach FABER und ZIMAN 1 ist neben der 
Kenntnis der Pseudopotentiale2 die der partiellen 
Interferenzfunktionen notwendig. Die partiellen In-
terferenzfunktionen wurden bisher für die Systeme 
Cu-Sn 3, Ag-Mg 4, sowie Au-Sn und Ag-Sn 5 - 7 ange-
geben. In vorliegender Arbeit werden die partiellen 
Interferenzfunktionen für das System Mg-Sn aus 
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den in 8 publizierten Röntgen-Beugungsexperimen-
ten beredinet. Außerdem werden durch Fourier-
transformation der partiellen Interferenzfunktionen 
die partiellen Atomverteilungsfunktionen und Teil-
koordinationszahlen berechnet. Mit Hilfe der Inter-
ferenzfunktionen erfolgt die Berechnung des elektri-
schen Widerstandes, der außerdem mit direkt ge-
messenen Werten 8 verglichen wird. 
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1. Theoretische Grundlagen 

1.1. Totale Funktionen 

Die an einer Schmelze kohärent gestreute Rönt-
gen-Strahlenintensität /coh(s) beredinet sich nach 9 zu 

sin s r 
1 4 n r ' i Q W - o 0 J 

o 
/coh(s) = ( / 2 ) + < / } 2 / 4 * r 2 [ o ( r ) - o 0 ] ^ dr f> o / 

Dabei bedeutet: 

fi = Atomformfaktor der Atome der Sorte i, 
( / 2 > = c A / A 2 + c B / ß 2 , 

< / > 2 = ( C A / A + C B / B ) 2 , 

£>0 = mittlere Atomdichte in der Schmelze, 
o (r ) = gewichtete Atomdichte, die sich nach Gl. (2) 

aus den sogen, partiellen Atomdichten Qu zu-
sammensetzt: 

o(r) = 1 2 c i f i f j Q i j { r ) / ( i c i f i j . (2) 

Da die Anzahl der i j-Paare unabhängig davon sein 
muß, ob man ein i- oder ein j-Atom als Ursprungs-
atom bei r = 0 wählt, muß gelten: 

CiQij = CjQji. (3) 

Die Interferenzfunktion / ( s ) ist definiert als: 

l(s)=l+ f47ir2[Q(r)-o0] S1"5 dr . (4) 
o s r 

Diese läßt sich nach folgender Beziehung aus der 
kohärent gestreuten Intensität beredinen: 

I(s) = [ I c o M - ( h + ( f ) 2 ] / ( f ) 2 - (5) 

Die sogenannte verkürzte Interferenzfunktion F(s) 
erhält man aus der Interferenzfunktion / (s) nach 
folgender Beziehung: 

oo 
F(s) = s[I(s) - 1] = r[Q(r) - Q0] s i n s r d r . (6) 

o 

Unter der in 9 gemachten Annahme läßt sich die ver-
kürzte Interferenzfunktion Fourier-transformieren 
und liefert dann die Paarkorrelationsfunktion G(r), 
die sich folgendermaßen darstellen läßt: 

9 °° 
4 - i r [ o ( r ) - o 0 ] =G(r) = J F(s) sin 5 r ds . (6') 

9 R . K A P L O W , S . L . S T R O N G U . B . L . A V E R B A C H , i n : L o c a l 
Atomic Arrangement studied by X-Ray Diffraction, J. B. 
C O H E N u n d J . E . HILLIARD , E d s . , G o r d o n a n d B r e a c h , N e w 
York 1966. 

1.2. Partielle Funktionen 

Durch Einsetzen von Gl. (2) in (1) ergibt sich 

/coh (5) = CA CB ( / A - / ß ) 2 + C A
2 fx2 7 a a (5) 

+ Cß2 / ß 2 /Bß (s) + 2 CA Cß fA /ß / A B ( 5 ) , ( 7 ) 

wobei 

( 1 ) / a a ( Ä ) = 1 + f ^ T i r 2 

/BB (s) = 1 + / 4 n r 2 
0 
00 

ÂB (-s) = 1 + / 4 jt r2 
0 

QAA(r) 
- P o 

sin s r 
> 

d r , 
CA - P o s r 

> 

d r , 

O B B ( r ) 
-Qo 

sin s r 
d r , 

C ß -Qo s r d r , 

P A B ( r ) 
-60 

sin s T 
d r . 

C ß -60 s r d r . 

(8) 

Dabei geben die partiellen Interferenzfunktionen 
/AA > /BB /AB den auf ein streuendes Elektron 
normierten Beitrag der A-A, B-B- und A-B-Paare 
zur Gesamtintensität wieder (/AB = /BA) • Diese Funk-
tionen sind einmal winkelabhängig und zum ande-
ren im allgemeinen Fall von Konzentration zu Kon-
zentration verschieden, so daß man für jede Konzen-
tration drei Streuexperimente zur Bestimmung die-
ser drei Funktionen nach Gl. (7) benötigt. 

Liegen die partiellen Interferenzfunktionen einmal 
vor, dann können durch Fouriertransformation der 
Gl. (8) die partiellen Paarkorrelationsfunktionen in 
folgender Weise ermittelt werden: 

Gaa (r) = 4 71 r [ O A A (r) /cA - O 0 ] 

2 = — J s [ / A A (s) — 1 ] sin 5 r ds , 

(9) 
CßB ( r ) = 4 .T r [£>BB (r)/cß-Q0] 

= ~ J s [ / ß B (5) - 1 ] sin s r d s , 

Gab (r) = 4 n r [Qab (r) / c B - {?<>] 

= — J 5 [ / . \ B (•$) — 1] sin s r ds . 

Diese Gij{r) enthalten, wie aus Gl. (9) zu ersehen 
ist, die Konzentrationen der einzelnen Legierungen 
und die mittlere Atomdichte Q0 . Sollen die partiellen 
Interferenzfunktionen jedoch von der Legierungs-
konzentration unabhängig sein, dann müssen die 
Gij(r) aus Gl. (9) ebenfalls von den Konzentratio-
nen unabhängig sein. Das bedeutet aber, daß die 
folgende Beziehung gelten muß: 

OU (r) 
ci 

-Q0 = X, (10) 

wobei x. eine von der Konzentration Cj unabhängige 
Konstante ist. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, läßt 
sich eine im folgenden verwendete vereinfachte Be-



Stimmung der partiellen Interferenzfunktionen durch-
führen. 

Aus der totalen bzw. den partiellen Paarkorrela-
tionsfunktionen G(r) nach Gl. (6') bzw Gij(r) nach 
Gl. (9) lassen sich die entsprechenden Atomvertei-
lungskurven nach folgender Beziehung beredinen: 
Für die totale Atomverteilungskurve (RDF) ergibt 
sich aus Gl. (6') 

4;rr2£)(r) =4>Jir2 Q0 + rG(r). (11) 

Für die partiellen Atomverteilungskurven folgt aus 
Gl. (9) in ähnlicher Weise: 

4 ti r2 Q x a ( t ) = cx [ 4 ti r2 Q0 + r GXA(r) ], j 

4 n t2 f?ßB (r) = c2 [4 n r2 £>0 + r GBB (r) ] , 1 (12) 
4 ti r2 £>AB ( r ) = c 2 [ 4 n r2 q0 + r GAB ( r ) ] . | 

1.3. Koordinationszahlen 

Aus der Atomverteilungskurve in Gl. (11) läßt 
sich die Anzahl der nächsten Nachbarn um ein be-
liebiges Bezugsatom finden. Dazu berechnet man die 
Fläche unter dem ersten Maximum dieser Atomver-
teilungskurve, indem man vom Ursprung bis zu 
einem auf verschiedene Arten festzulegenden Punkte 
integriert. Die dabei erhaltene Zahl wird auch als 
Koordinationszahl bezeichnet und folgt aus der Be-
ziehung : 

2 = / 4 t i r2 g{r) dr . (13) 

Setzt man die Gl. (2) für die allgemeine Atomdichte 
g(r) als Funktion der partiellen Atomdichten in 
Gl. (13) für die Koordinationszahl z ein, dann er-
hält man: 

z = / 4 ti r2 
o 

. CA /A 2 GAA (r) +CB /B2 £>BB (r) + 2c\f\ fB <?AB (R) 

(CA / A + CB / B ) 2 

Definiert man nun als Teilkoordinationszahl 

(14) 

d r . 

Zij= f 4:7t r2 Qij{r) dr , (15) 

dann läßt sich Gl. (14) auch folgendermaßen schrei-
ben: 

C A / A 2 , C B / B 2 , „ C B / A / B 
Z A A + / A 2 2 B B + ^ — 7 7 \ G — 2 A B • U O . ) 

</>2 </>2 </>2 

Die Güte der benutzten Näherung bei der Berech-
nung der partiellen Atomverteilungskurven läßt sich 
durch Vergleich der Koordinationszahl, die man ein-

mal aus Gl. (13) und einmal aus Gl. (16) gewinnt, 
etwa abschätzen. Ergibt sidi zwischen den beiden 
Koordinationszahlen eine größere Differenz, dann 
sind bei der Berechnung der partiellen Interferenz-
funktionen und bei der entsprechenden Fourier-
Transformation unzulässige Näherungen angewandt 
worden. 

A b b . 1. System Magnesium — Z i n n : Intensitätskurven 
geschmolzener Legierungen. 



2. Berechnung der partiellen Interferenz-
funktionen 

Die Grundlage der Berechnung der partiellen 
Interferenzfunktionen für das System Mg — Sn bilden 
die gemessenen Intensitätskurven8, die in Abb. 1 
wiedergegeben sind. Unter der Annahme, daß die 
partiellen Interferenzfunktionen von der Konzentra-
tion unabhängig sind, können diese punktweise aus 
einem System dreier Gleichungen berechnet werden, 
von denen jede der Gl. (7) entspricht. Dabei unter-
scheiden sich diese drei Gleichungen jeweils nur in 
den Konzentrationen c\ und CB . Im vorliegenden 
Fall wurden zur Verfeinerung sechs Intensitätskur-
ven aus Abb. 1 entnommen. Aus diesen folgen nach 
der Methode der kleinsten Quadrate die drei gesuch-
ten Interferenzfunktionen. Diese sind in Abb. 2 als 
Funktion von s dargestellt. 

Abb. 2. System Magnesium —Zinn: Partielle Interferenz-
funktionen. 

Diese partiellen Funktionen /jig-Mg und /gn-Sn 
sind den Interferenzfunktionen der reinen Kompo-
nenten sehr ähnlich, während die Funktion /ng-Sn 
vor allem dadurch auffällt, daß ihr Hauptmaximum 
bei wesentlich größeren s-Werten auftritt, als es bei 
einer statistischen Verteilung der Fall sein müßte. 
Ferner zeigt die Kurve ein sehr starkes Vormaxi-
mum, das die in den Intensitätskurven sichtbaren 
Vormaxima beschreibt. Die Differenz in der Höhe, 
die bei />ig-Sn zwischen dem Hauptmaximum und 

dem Maximum bei s = 5 Ä _ 1 auftritt, ist unverhält-
nismäßig groß, was man damit erklären kann, daß 
sich die Funktion /Mg-Sn a u s Interferenzbeiträgen 
statistischer Anteile und verbindungsähnlicher Be-
standteile zusammensetzt und letztere infolge einer 
fehlenden Fernordnung nur bei kleinen s-Werten 
eine merkliche Intensität liefern. 

3. Berechnung der partiellen Atomverteilungs-
funktionen und der zugehörigen 

Teilkoordinationszahlen 

3.1. Partielle Teilkoordinationszahlen 

Aus den in Abb. 2 gegebenen partiellen Inter-
ferenzfunktionen erhält man durch Fourierumkehr 
der Gl. (8) die partiellen Paarkorrelationsfunktio-
nen Gn, die formelmäßig in Gl. (9) dargestellt sind. 

Abb. 3 zeigt die für das System Mg — Sn erhalte-
nen Paarkorrelationsfunktionen in Abhängigkeit 
von r. 

} 

7- A 
j Sn~S/' 

5- ~ - J 
<-

\ / \ Mg-Sn 

2 ̂ ^ " "-"-J 

1- / \ -Mg 

7-

j U y h \ i /& ii ^ 
V _ y rM—-

Abb. 3. System Magnesium —Zinn: Partielle Paarkorrelations-
funktionen. 

Die Kurven GjigMg u n (^ ^SnSn sind bezüglich Lage 
und Form des Hauptmaximums den Paarkorrela-
tionsfunktionen der reinen Stoffe sehr ähnlich. 
Cjig-Sn zeigt jedoch ein ungewöhnliches Aussehen: 
Das zweite Maximum ist gegenüber dem ersten leicht 
erhöht. 

Die Gjfg - Sn'Kurve, die aus einer Interferenzfunk-
tion mit einem starken Vormaximum hervorgeht, 
zeigt, daß sich in der Umgebung des zweiten Maxi-
mums größere Atomanhäufungen befinden als im 
Normalfall. Die Atome, die zum r-Abstand des zwei-
ten Maximums von Gitg-Sn gehören, sind für das 



Yormaximum in der /jig_sn"Kurve verantwortlich 
und eine Folge der starken Tendenz zur Verbin-
dungsbildung in diesem System. 

3.2. Partielle Atomverteilungsfunktionen und 
Teilkoordinationszahlen 

Die partiellen Atomverteilungsfunktionen wurden 
für die Schmelzen des Systemes Mg — Sn nach Gl. 
(12) aus den partiellen Paarkorrelationsfunktionen 
berechnet. Das Hauptbestimmungsstück derartiger 
Kurven sind die Teilkoordinationszahlen, die nach 
Gl. (15) unmittelbar berechnet werden können. Die-
se sind in Abb. 4 über der Zinnkonzentration darge-
stellt. Berechnet man aus den entsprechend Gl. 

vNo / 0 . 
. o / 

- \ 

/zSn-Sn 

ZSn -MgX\ 
I l i > 

"70 iO 60 
Sn in AI -

80 

Abb. 4. System Magnesium — Zinn: Teilkoordinationszahlen 
2MgMg > zSnSn und ZMgSn nach Gl. (15) . Experimentell be-
stimmte Gesamtkoordinationszahl zexp aus den Atomvertei-
lungskurven ; berechnete Gesamtkoordinationszahlen z ( o o ) 

nach Gl. (16) . 

(16) die Gesamtkoordinationszahl, dann erhält man 
die in Bild 4 mit 0 markierten Punkte. Sie liegen 
fast alle über den experimentell gefundenen zexp-
Werten, die in 10 aus den in 8 berechneten Elektro-
nenverteilungskurven ermittelt wurden. Die Abwei-
chung ist dabei relativ gering und beträgt bei keiner 
Legierungskonzentration mehr als 10%. Die wichti-
gere Tatsache ist jedoch, daß die aus den Teilkoor-
dinationszahlen berechneten Werte ebenfalls deut-
lich unter dem für eine statistische Verteilung gülti-
gen Verlauf liegen (die statistische Gerade erhält 
man durch Verbindung der Koordinationszahlen der 
reinen Komponenten). Die Tendenz zur Verbin-
dungsbildung, die in 8 gefunden wurde, geht also 

1 0 S. STEEB u . H . F . BÜHNER, Z . N a t u r f o r s c h . 2 4 a , 1 7 3 7 [ 1 9 6 9 ] . 

audi deutlich aus den partiellen Funktionen hervor. 
Das zeigt, daß im System Mg —Sn die partiellen 
Interferenzfunktionen offenbar von der Konzentra-
tion unabhängig sind und deshalb zur Beschreibung 
des Systems und zur Berechnung des elektrischen 
Widerstandes herangezogen werden können. 

4. Berechnung des elektrischen Widerstandes 
und Vergleich mit direkt gemessenen Werten 

Mit der Kenntnis der partiellen Strukturfaktoren 
kann nach einer von F A B E R und Z I M A N 1 (vgl. 
auch 4) angegebenen Beziehung der elektrische Wi-
derstand einer Legierungsschmelze ermittelt werden. 
In diese Beziehung gehen ein die Fourier-Transfor-
mierten £/,(s) des Pseudopotentials für die Atom-
sorte i. Bei Verwendung der Pseudopotentiale UiAl[ 

nach A N I M A L U und H E I N E 2 müssen diese folgender-
maßen modifiziert werden, um die für die Wider-
standsberechnung notwendigen Werte U(s) zu er-
halten: 

(17) UiM = ^ ur 

In der Widerstandsberechnung in 4 waren die ver-
wendeten Potentiale nach folgender Umformung er-
halten worden: 

UiAH(s) 
Ui(s) = (18) 

wobei in den Gin. (17) und (18) die mittlere 
Anzahldichte der Metallatome bedeutet, kn ist die 
Fermi-Grenze des reinen Metalls i und kf die Fermi-
Grenze der Legierung. 

In Legierungssystemen, in denen die Fermi-Vek-
toren der Randkomponenten nur einen geringen Un-
terschied aufweisen, kann zur Berechnung der Po-
tentiale Gl. (18) statt Gl. (17) herangezogen wer-
den. Ein Beispiel dafür bildet das System Ag — Mg, 
wo der Unterschied zwischen den mit Hilfe von Gl. 
(17) und den mit Hilfe von Gl. (18) berechneten 
Widerstandswerten im gesamten Konzentrations-
bereich unter 1% liegt. 

Aus den bekannten Interferenzfunktionen und 
Pseudopotentialen wird der elektrische Widerstand 
für eine Temperatur von 900 °C berechnet. Die 
untere, strichpunktierte Kurve in Abb. 5 stellt diese 
Widerstandsisotherme als Funktion der Zinnkonzen-
tration dar. 

Die durchgezogene Kurve in Abb. 5 zeigt diejeni-
gen Werte für eine Widerstandsisotherme, die aus 
den Messungen an einer Drehfeldapparatur erhal-



Abb. 5. System Magnesium —Zinn: Aus Röntgen-Daten be-
rechnete ( ) und gemessene ( ) Werte des elek-

trischen Widerstandes. 

ten 8 und hier mittels der Dichtewerte nach 11 berech-
net wurden. In der Publikation8 waren die Werte 
der Arbeit1 1 nicht berücksichtigt worden, sondern 

es wurde dort die Dichte nach der Mischungsregel 
aus den Dichtewerten für Sn 1 2 bzw. M g 1 3 inter-
poliert. Dadurch ergaben sich seinerzeit die durch 
Punkte in Abb. 5 angedeuteten Werte des spezifi-
schen elektrischen Widerstandes im Gebiet der inter-
metallischen Verbindung Mg2Sn. 

Durch Vergleich der gemessenen (durchgezogenen 
Kurve) mit den berechneten (strichpunktierte Kur-
ve) Widerstandswerten stellt man fest, daß die für 
Magnesium und Zinn bekannten Werte 14 etwa um 
30% über den berechneten liegen. Paßt man die 
Pseudopotentiale von Mg und Sn, deren Absolut-
werte ohnehin etwas unsicher sind, an die gemesse-
nen Widerstandswerte an, indem man ihre Beträge 
um etwa 12% erhöht, dann erhält man über den ge-
samten Konzentrationsbereich eine hervorragende 
Übereinstimmung mit den gemessenen Werten, was 
aus Abb. 5 durch Vergleich der durchgezogenen ex-
perimentellen Kurve und der berechneten Kurve 
(gestrichelt) hervorgeht. 
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